
PC mathématiques

Devoir surveillé n
◦
1 le 22/09/12

Calculatrices autorisées

On dé�nit une suite (un) de réels par la donnée de u0 ∈ R et la relation de récurrence

un+1 = f (un)

pour tout n ∈ N, où :

f (x) = x− x3.

Partie I Résultats généraux

1. En supposant que la suite (un) converge, quelles sont les valeurs possibles pour sa limite ?

Donner un exemple de u0 pour lequel la suite (un) n'est pas convergente.

2. On suppose 0 < u0 < 1. Démontrer que la suite (un) est strictement décroissante et admet

pour limite 0.

Que peut-on dire du cas où −1 < u0 < 0 ?

3. Si |u0| >
√
2, démontrer que la suite (|un|) est croissante. Peut-elle être convergente ?

4. Indiquer une procédure Maple non récursive suite(u0,n) prenant pour arguments le réel u0

et l'entier naturel n et e�ectuant le calcul de un.

Partie II Étude de
∑
un lorsque 0 < u0 < 1.

On suppose dans toute cette partie que 0 < u0 < 1.

1. On pose rn = un

un+1
pour tout n ∈ N. Justi�er que rn est bien dé�ni.

Démontrer que la suite (rn) est convergente et monotone. Préciser sa limite et son sens de

variations.

2. On pose tn = 1

u2

n+1
− 1

u2
n
pour tout n ∈ N.

(a) Véri�er que tn = rn (1+ rn).

(b) En déduire que la suite (tn) est monotone et convergente vers 2.

3. On pose sn = 1

n
(t0 + ...+ tn−1) pour tout n ∈ N∗.

(a) Démontrer que la suite (sn) est monotone et convergente.

(b) En utilisant 2s2n − sn, préciser la limite de (sn).

4. Démontrer que la suite (nu2

n) converge vers une limite réelle que l'on précisera.

5. En déduire un équivalent de (un). La série
∑
un est-elle convergente ?

Que peut-on dire de la série
∑

(−1)n un ?

1



Partie III Étude de
∑

(−1)n un lorsque 0 < u0 < 1.

On suppose toujours que 0 < u0 < 1.

1. Déterminer un DL à l'ordre 3 de 1

f(x)2
− 1

x2
.

2. En déduire un DL généralisé de 1

u2

n+1
− 1

u2
n
à la précision o (u3

n).

3. Que peut-on dire de la série de terme général 1

u2

n+1
− 1

u2
n
− 2 ?

Démontrer que 1

u2
n
− 2n ∼ 3

2
lnn.

[Indication : on procédera comme dans le TD sur la formule de Stirling.]

4. En déduire un DL généralisé à deux termes non nuls de un.

La série
∑

(−1)n un est-elle convergente ?

Partie IV Étude de
∑

1

u2
n
lorsque

√
2 < u0.

On suppose désormais que u0 >
√
2.

1. On pose vn = u2

n. Calculer vn+1 en fonction de vn.

2. Véri�er que pour tout n ∈ N : (vn − 1)3 < vn+1 − 1 et vn+1 < v
3

n.

3. On pose an = 3
n√
vn − 1 et bn = 3

n√vn pour tout n ∈ N.

(a) Démontrer que les suites (an) et (bn) sont monotones et convergentes.

On pose α = lim(an), β = lim(bn). Démontrer que : 1 < α 6 β.

(b) Que peut-on dire de la di�érence b3
n

n − a3
n

n ?

En déduire que α = β.

[Indication : on pourra raisonner par l'absurde en supposant γ = β− α > 0, et utiliser

judicieusement la formule du binôme.]

4. Démontrer que pour tout n ∈ N, 0 < vn − α3
n

< 1.

En déduire des équivalents de (vn) puis de (un).

5. Que peut-on dire de la vitesse de convergence de
(

1

vn

)
?

La série
∑

1

vn
est-elle convergente ?

6. On pose u0 = 2. Quel est le nombre de chi�res dans l'écriture décimale de v20 ?

[Indication : on utilisera α pour e�ectuer un encadrement dont on justi�era la précision.]
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