
pcsi 1 TD de maths

Familles de polynômes

Partie I Polynômes (interpolateurs) de Lagrange
Soient a1, ..., an n réels distincts et b1, ..., bn n réels.

1. On définit les polynômes élémentaires de Lagrange L1, ..., Ln par :

Li =
1Q

j 6=i
(ai − aj)

Y
j 6=i
(X − aj) .

Que vaut Li (ak) ? [On distinguera i = k de i 6= k.] Que vaut deg (Li) ?

2. On définit A =
Pn

i=1 bi Li : polynôme interpolateur de Lagrange associé à (a1, ..., an) et
(b1, ..., bn).

(a) Calculer A (a1), ..., A (an) . Que peut-on dire de deg (A) ?

(b) Démontrer que A est l’unique polynôme P de Rn−1 [X] tel que P (ai) = bi, 1 ≤ i ≤ n.

3. Démontrer l’équivalence, pour P ∈ R [X], entre :

(a) P (ai) = bi, 1 ≤ i ≤ n ;

(b) Il existe Q ∈ R [X] tel que P = A+Q
Qn

i=1 (X − ai).

Partie II Polynômes de Chebychev

1. Soit n ∈ N∗. Démontrer qu’il existe un unique polynôme Pn à coefficients réels tel que :

∀θ ∈ R, sin ((2n+ 1)θ) = Pn(sin θ).

Calculer P0 et P1.

2. Calculer Pn(0), Pn(1), Pn(−1). Comparer Pn et Pn (−X).
3. Démontrer que pour tout n ∈ N on a : Pn+2 = 2(1− 2X2)Pn+1 − Pn.

4. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Pn pour tout n ∈ N.
5. Soit En = {x ∈ [−1, 1] | Pn(x) = 0}. Démontrer que card(En) = 2n+ 1. On écrit

En = {ak | − n ≤ k ≤ n} où a−n < a−(n−1) < . . . < a−1 < a0 < a1 < . . . < an−1 < an.

Calculer ak.

6. On pose An(X) =
Qn

k=−n(X − ak). Exprimer Pn à l’aide de An.

7. Soit Fn = {x ∈ ]− 1, 1[ | P 0
n(x) = 0}. Démontrer que card(Fn) = 2n. On écrit

Fn = {bk | − n ≤ k < n} où b−n < b−(n−1) < . . . < b−1 < b0 < b1 < . . . < bn−1.

Calculer bk. Placer les bk par rapport aux ak.

8. Construire la courbe représentative de la restriction de P2 à I = [−1, 1].


