
pcsi 1 TD de maths

Fonction de Van der Waerden

Partie I Dé�nition de la fonction F de Van der Waerden

On pose pour tout x 2 R : f0(x) = 1
2

�
(�1)E(2x) (2x� E(2x)� 1

2
) + 1

2

�
.

1. (a) En s�aidant d�une machine, représenter graphiquement la fonction f0 et déterminer supR f0.

(b) Démontrer que f0 est périodique et 1-lipschitzienne sur R.

2. On pose pour tout n 2 N : fn(x) = 1
2n
f0(12

nx).

(a) Démontrer que fn est 1
12n
-périodique et que supR fn =

1
2n+1

.

(b) Démontrer que fn(x) est 6n-lipschitzienne sur R.

3. Soit x 2 R. On note Fn(x) =
Pn

i=0 fi(x). Démontrer que la suite (Fn (x))n2N est convergente
dans R. On notera F (x) sa limite.

Partie II Étude de la continuité de F

1. Démontrer que Fn est continue sur R pour tout n 2 N.

2. Démontrer que pour tout x 2 R, 0 � F (x)� Fn(x) � 1
2n+1

.

3. Soit " > 0. On �xe N 2 N tel que 1
2N+1

< "
3
.

(a) Démontrer que si x, y 2 R, jF (x)� F (y)j � 2"
3
+ jFN(x)� FN(y)j.

(b) En déduire que : F est continue sur R.

Partie III Étude de la dérivabilité de F

Soit a 2 R. Soient �, � 2 R�+.
1. Justi�er qu�il existe m 2 N tel que 6m�2 > � et 1

12m
< �.

2. Justi�er qu�il existe k 2 Z tel que k
2:12m

� a < k+1
2:12m

.
On pose xi = k+i�2

2:12m
pour i = 1, 2, 3, 4. Remarquer que x1 < x2 � a < x3 < x4.

3. Démontrer que si j > m, fj(xi) = 0 pour i = 1, 2, 3, 4. En déduire que F (xi) =
Pm

j=0 fj(xi).

4. Démontrer que jfm(x3)� fm(x2)j = 6mjx3 � x2j et jfm(x4)� fm(x1)j = 6m

3
jx4 � x1j.

5. (a) En utilisant I.2.(b), démontrer que
��Pm�1

n=0 fn(xi)� fn(xj)
�� � 6m

5
jxi � xjj.

(b) En déduire que jF (x3)� F (x2)j > �(x3 � x2) et jF (x4)� F (x1)j > �(x4 � x1).
(c) Démontrer que F (x3)� F (x2) et F (x4)� F (x1) sont de signes contraires.

6. (a) En utilisant l�égalité F (x4)�F (x1)
x4�x1 = a�x1

x4�x1 �
F (a)�F (x1)

a�x1 + x4�a
x4�x1 �

F (x4)�F (a)
x4�a , démontrer que����F (a)� F (x1)a� x1

���� > � ou ����F (x4)� F (a)x4 � a

���� > �.
(b) En opérant de même pour x2 et x3 démontrer que le rapport

F (x)�F (a)
x�a n�admet pas de limite

(�nie ou in�nie) quand x! a. En particulier : F n�est dérivable en aucun point de R.
(c) A quoi peut bien ressembler la représentation graphique de F ?
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