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SUP (MPSI, PCSI, PTSI) 
SPg (MP, PC, PT, PSI) 

PREMIER PROBLÈME 

Dans tout ce problbme, R dksigne l’ensemble des nombres &ls. 

Soit E un W-espace vectoriel de dimension 4, et soit B = (el ,e2 ,e3 ,e4 ) une base de E . 

On considkre les vecteurs : f, = el + e2 - e, + e4 

f, = -e, +e2 +es +e4 
f4 = e2 -e4. 

f 2  = el +e3 

Soit s l’endomorphisme de E ayant pour matrice dans la base B : 

1. 

2. 

3 .  

Vkrifier que s est la sym6trie par rapport au plan F de base (f, ,fi , parallblement au plan G 
debase <f,,f,>. 
Mterminer sans cdcd la matrice S-’ . 

Pour tout entier i compris entre 1 et 4 , on pose e l  = s(ei) . 
Soit B’ = (e;,ei,ei,el). 

Justifier le fait que B’ est une base de E .  

Soient a et b deux dels. On note u IL b l’endomorphisme de E ayant pour matrice dans la 
base B’: 

( (a  + b)2 O O O I  

O a 2 - b 2  O O 1. I o  
O (a-b)2  O 

D( a,b) = 

I o  O O a 2 - b 2 )  

a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que u IL soit inversible. 

b) Lorsque cette condition est remplie, dkterminer la matrice de [u o. b ] - l  dans la base B’ . 
(On calculera ses coefficients et on l’exprimera B l’aide de D( a,- b) ) . 
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4 . Soit M (a&) la matrice de u =, b dans la base B . 

(a2 ab ab b 2 )  
ab a 2  b2 ab 
ab b2 a’ 
b ’ a b a b a  

Montrer que M ( a , b )  = 1 ~ j . (On justifiera et on dktaillera les calculs). 

On désigne desormais par L l’ensemble des matrices M(a,b)  quand (a,&) decrit R2. 

5 . a) Calculer [M(a,b)I4 lorsque M(a,b)  est inversible et montrer que [M(a,b)l4 appartient L . 

b) Montrer que si (a&) et (a’,b’) sont des couples de réels, alors il existe un couple (u”.b”) de 
réels tel que : M ( a , b ) x  M(a’,b’) = M(a”,b”) . 

6. Les fonctions ch et sh sont les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique. 
Si t est un réel, on pose N (  t )  = M(ch(t) ,sh(t)) et on note L’ l’ensemble des matrices N( t )  quand 
t décrit !R. 
Montrer que L’ est un sous-groupe commutatif de GL4@I) (groupe des matrices réelles inversibles 
d’ordre 4) et que l’application N de IR dans L’ qui à t associe N(t)  est un isomorphisme de groupes. 

7. Quelle structure algébrique possède l’ensemble G&@I)nL, ? 

8. Déterminer O(4) nL,  où O(4) est l’ensemble des matrices réelles orthogonales d’ordre 4. 

(On rappelle qu’une matrice A est orthogonale si elle vérifie : ‘A X A  = I ,  où ‘ A  désigne la matrice 
transposée de la matrice A,  et où Z, est la matrice unité d’ordre 4 .) 

DEUXIÈME PROBLÈME 

Dans tout ce problème, IN désigne l’ensemble des nombres entiers naturels, et R l’ensemble des nombres 
réels. 

PARTIE A 

On considère I’équation différentielle : y’+ &y= 1. 

1 . De quel type d’équation différentielle s’agit4 ? 

On désigne désormais parf l’une de ses solutions sur 87, que l’on ne cherchera pas à 
exprimer pour l’instant. 

2 . a) Prouver que f est de classe C” sur IR. 

b) Quelle est la valeur de f’(0) ? 
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3. Montrer que : Vne N , V X E  R, f("+') ( x )  = -2xf("+') ( x ) -  2 ( n  + l)f(")(x). 

4 . a) Montrer que f admet en O un dCveloppement limit.6 tout ordre p (p entier naturel). 
&rivons un tel dkveloppement limitC au moyen d'une suite de rkls : (u,),~,,, : 

P 

f ( x ) = C a , n '  + o ( x P ) .  
k=O 

(-4)' * k! 
b) À l'aide du rdsultat de la question 3, montrer que : t/ke IN, a,,+] = 

c) Obtenir Cgalement l'expression des termes a2' A l'aide de f(0) (k entier naturel). 
(2k + l)! 

I3iKmai 
On considère la fonction de la variable delle D:x H D ( x )  = e-xa 1 *er2df .  

J O  

1. Justifier le fait que D est une fonction de classe Cl sur IR, et vdrifier que D est une solution sur IR 
de l'équation diffdrentielle : y' + 2 x y  = 1. 

2. 
3. 

Etudier la paritC de D . 
Prouver que : VXE IR, x e-" I ~ ( x )  5 x .  

e r c i t = - + ~ - ~ + ~ J l  ex2 x Tdt. e'z 'I: e x 2  2 x  4x 4 4 
4 .  a) Prouver que : ~ x e  R+* 

est croissante sur b,+ -[. En dCduire que : er2 b) Soit la fonction h :tH 2. Montrer que h 
t 

" 1  x 

et qu'au voisinage de +- : 

P X  

c) En dCduire qu'au voisinage de +oo : 
2 x  

En dCduire enfin un Cquivalent de D ( x )  au voisinage de +-. 

5 .  a) Prouver que D admet un maximum, atteint en un point b de Il?+*. 

b) Montrer que ce maximum est Cgal Z i  - - 
c) En dCduire 1'unicitC du point où le maximum est atteint. 

1 
2b 

lLuuuU2 
1 . DCterminer à l'aide de D l'ensemble des fonctions solutions sur R de l'tquation diffkrentielle : 

y ' + 2 x y =  1. 

2 .  Montrer l'existence d'une unique solution impaire. 


